Analyse du comportement non linéaire des
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Plan du cours

1- Elasticité linéaire — Méthode de Galerkin - Eléments finis isoparamétriques
2- La méthode des éléments finis pour les problemes linéaires

3- Introduction aux calculs de structures non-linéaires

4- Calcul de solides élastoplastique — aspects locaux

5- Calcul de solides élastoplastique — aspects globaux

AAAAAAA

Utilisation et développement au sein d’un code simple sous Octave
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La méthode des éléments finis

1. Formulation du probleme discrétisé avec des éléments isoparamétriques

2. Matrices & seconds membres élémentaires
Définition
Intégration numérique: quadrature de Gauss
Intégration numériqgue: modes parasistes

3. Opération d’assemblage

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K]{U}={F}
Propriété de la matrice
Solveurs directs
Solveur itératifs
Postprocessing de la solution
Convergence
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La méthode des éléments finis

1. Formulation du probleme discrétisé avec des éléments isoparamétriques

[K{U}={F}
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Méthode de Galerkin (forme faible)

La forme faible d’un probleme d’élasticité linéaire:

find u e C(u) such that

/e[U]SA:E[W]dV/ﬂf-WdV+/ TPwdS  vwec(o)
Q N Q St

Le probleme approché, s’écrit:

4 )

Trouver u, € C(u) tel que
N

/ € luyl: A Elw, ] dV = f pfw,dV + / T.w,dS vV wy €C(0)
Q Q S - N

- Y,
N
u(x) = u™)(x) + Z ak @' (x) — uel(u”)
w(x) = Y ot ¢’ (x) — w e C(0)

ICOOI[ld.uit.au systeme  v{a*} RN,  {a*}'[K}{a} - {a*} {F} = {0}
ineaire: — [[K]{Q} _ {]F}]
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Méthode des éléments finis

1- La forme faible d’un probleme d’élasticité linéaire:

find u € C(uP) such that

/E[U]:A:E[W]d‘//pf.wd\/+ T°.wdS  Vvwec(0)
Q N Q St

2- Construction d’'un maillage Q,=U_E, élément

noeud
o9,
[719)

Le probléme est posé sur QO
find u € C(u) such that

/Qe[u]:A:g[W]d\//pr.wd\/+/ T°wdS  VYwec(0)

h STy

>
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Méthode des éléments finis

1- La forme faible d’un probleme d’élasticité linéaire:

find u € C(uP) such that

/E[U]:A:E[W]d‘//pf.wd\/+ T°.wdS  Vvwec(0)
Q N Q St

2- Construction d’un maillage Q,=U_E,

élément
noeud

a0,

3- Fonctions de forme éléments finis (isoparamétriques)

[719)
Ny Fonctions de

Z N, (x) vt forme globales

n=1
= Y WPy 4 ) N S e
n|xMeS, |

n|xNgs,
4 “

.\\1 ‘1 T
"\ hd )

uPec(P) ak=v", " (x)=Nn(x)e

Interpolation des Interpolation des
déplacements données déplacements inconnues

vp(x) =
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Eléments finis isoparamétriques

Représentation locale (niveau de I'éléments) X = z Np(@x®  vp(x) = z Ny (@p™
k=1 k=1

La géomeétrie

{x} = [N@]{X.} ﬂ{e [vn]} = [Be (@] (V23

> —

Le champ inconnu

(v} = [N@D]{V.}

{0} = [Al{e} = [4][B. (@)]{Ve}

Représentation globale

Interpolation globale du déplacementinconnu v € Cp(u (D))

uy(x) = Z No(x)u" e+ Y Fn(x)uP(xV) e = [NCOHU} +u” ()

dof(n,j)>0 dof(n.j)<0 N

Champ virtuel w € Ch(Q) :

W)= 3 M = ()W}

dof(n.j)>
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Formulation du probleme discrétisé avec éléments isoparamétriques
. T - h_

find u e Ch(gD) such that
/c[u] A slw]dV /pﬁ.yd\/+/ TP .wdS Yw € C(0)
Q St
h h
Interpolation globale du déplacement v € C,(uP))
Jui" ey D o e =u(x) +up(x)
dof(n,j)<0

up(x) = Z N
dof(n,j)>0
Ces champs sont ensuite utilisés dans la formulation faible:

Champ virtuelw < C,(0)

wix)= > N)w!” e
dof(n.j)>0
F'}) = {W}' {F"}

T°.wdS = (W} {Fot}

{(WY' (IK{U} — {F})
pﬁ.ﬂdvf/m_
+ui”]: Asglwl(0) dV = (W) ([KI{U) - {F})

A
(0)

] £|uj
93 B
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Formulation du probleme discrétisé avec éléments isoparamétriques

(W ([K]{U} — (F*}) = {W}T(F) A

/ pf . wdV + / TP wds = {W}T{Feﬂ}
2 .Qh . ST.h

—

| el + ) Aslwl() @V = (W (K]0} |- )

| \ J

-

\Z \
Z Nn(ﬁ)ujp(ﬁ(n))ﬁj Z Nn(ﬁ)w}'(”)ﬁj
dof(n,j)<0 dof(n,j)>0
() O

v . "
Keg= [ cllin(e]: Al (e dV(y

(P=dof(m,i) >0, Q=dof(n,j)>0)
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Formulation du probleme discrétisé avec éléments isoparamétriques

(W ([K]{U} — (F*}) = {W}T(F) A

/ pf . wdV + / TP wds = {W}T{Feﬂ}
2 .Qh . ST h

| : £l + ] A glalle) 4V = ()T (i} - ) y

-

\Z \

dof(n,j)<0 dof(n,j)>0

F4 % ooy ()] Al (P (< 7)e)] dV ()

(P=dof(m.i) >0, dof(n,j) < 0)
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Formulation du probleme discrétisé avec éléments isoparamétriques

Les fonctions de forme globale ne sont pas utilisées explicitement dans la mise en oeuvre informatique

» mise en oeuvre élément par élément (en utilisant les fonctions de forme locales)
» Assemblage de la matrice globale
Possible de part la propriété d’additivité (par rapport aux éléments) des termes de la formulation faible

Ng |
/ =[] Asglw](x) dV

& [Eh
JE.

{W}T[K]{U} — / (O)} A glw](x

NE i

Wy Ee) ==Y [ el A
ezl‘Ee_

pf.ﬂdVJr/ ID.ﬂdS} (It =StNE)

Ng
{W}T{Fext} _ Z{ /
e—1 E. rET
- PROCEDURE

Calcul des intégrales “élémentaires” (sur chaque éléments finis)
2. Assemblage globale des contributions (matrices et seconds membres)

1.
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La méthode des éléments finis

2. Matrices & seconds membres élémentaires
Définition et calcul

[K{U}={F}
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Tenseur des déformations — Tenseur des contraintes

Vv, (x0)} = [Gy (@) [{V.} pour tout x € E, Vo, =J[v](a) ]_1(51)
/o) = (5 = ZZ" <a>vl<k>]
{o} = {011 022 033 012 013 023} j &= 0q

{e} = {11 e €33 2212 2613 2523}

[ Tenseur des déformations

[ {eloal} = [B.@] 1%} |

Cas isotrope (3D)

O Loi de comportement N2n A \ 0 0 0
A A+2 X0 0 0
— e A A A+2u O 0 0
{o} = [Al{e} A= ) ) Mmoo o0
, 0 0 0 0 Ny 0
O Tenseur des contraintes 0 0 0 0 0 w

[ {0} = [4l{e} = [A][B.(@)]{V.}

O Densité d’énergie de déformation

(0:e=e:ne=(o)7 (e} = ()7 [Be@] [AI[B. @] V) |
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......

(u@)} = [N@]U.} 1elul(x)} = [Be(a){Ue}
{w(x)} = [Ne(a){We} {ew](x)} = [Be(a) {We}

/ lup) A g[w] dV
E.

d Transport sur I'élément de référence x € Ec +a€ A., dV = J(a)dV(a)

1 Densité d’énergie de déformation

elup]: Az elw] = {e[w]} [Al{e[up]} = {W} [B(2)]" [A][B(2){U.}

. 4 rd I4

/Eeémh]:A=g[ﬂ] dV = {WE}T{ fﬂ E[Be(EJ]T[ﬂ][BE(g)] Je(a) dwﬂ)}{ue}

fE clup]: Acelw] dV = (W7 [K]{U.)

[Ke] = fA [Be(2)]" [Al[Be(2)] Je(2) dV/(a)

Pour l'instant, on ne distingue pas (pour déplacement) les valeurs données de celles inconnues
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Second membre élémentaire (force de volume)

u®} = [N@]U.}

Ee

{w(x)} = [Ne(2){We}

FawdV+ [ TP.wds = (WeJ'{F2 + 2} = (W {F2)
5

] Cas des forces de volume

fwdV = (W { [ NG {F(x(a)} Je(a) V(@) } = (W) ()
Ee De

* transport des intégrales sur I'élément de référence (espace paramétrique)
e Calcul des intégrales ?

e Evaluation analytique reste souvent impossible
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En vue de la prise en compte des conditions aux limites en déplacement

(W () = -3 [ clun): Aiclw] 4V = (L F D)

» Séparation des degrés de libertés (dof) dans I'élément

rrl0) T -,:3,["3'] ]{LDD- E.{ifllL‘.ll]l
Ty — Wl = Ve K.] = b
{Ue} = { Fm} {We} { 0 } [Ke] = [K{DD} KLDD}
I:“::]II . . N . . . . 7
> lL{EU”] . contribution a la matrice de rigidité [K]
> —[KY1{UL"}: contribution au second membre {F¥}

Remarques:
(i) Les degrés de libertés ne sont pas ordonnés de cette maniere !

(i) Lextraction des différentes contributions sera faite lors de I'opération
d’assemblage (voir plus loin) (en pratique rien n’est fait au niveau de
I’élément)
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La méthode des éléments finis

2. Matrices & seconds membres élémentaires

Intégration numérique: quadrature de Gauss

[K{U}={F}
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Intégration numérique: quadrature de Gauss

(a) Intégrales 1D _
Poids de Gauss \ / Point de Gauss

1 G\] l/
/ f(a)dam > wg f(ag)
o =1 g

=1

Formule avec G points de Gauss: exacte pour f(a) polynomial de degres inférieur ou égal a 2G -1

» —1<a,<1(1<g<G) pourlesformules avec G points
» Symétrie: si (a;,w,) est un point de Gauss, alors (-ag,w,) aussi

. 1 1 1
Exemple (G=2, degrés 3) : / Fla)da ~ f ——— Fl—
_q (a)da ( \/§) * ( \@)
-l . . +l a
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Intégration numérique: quadrature de Gauss

(a) Intégrales 1D
(b) Intégrales 2D ou 3D sur des carrés ou des cubes

Produit cartésien des formules 1D

G G
/ f(31?32)d31d32% § , § , Wg, W, f(aglvagz)
C2
g1:1 g2:1
/3 f(a1,an, asz)dajdardas =~ S S S | Wy, W, Wg, f(ag,.ag,,ag,)
¢ g1_1 gz—l g3=1
A A
T
> ! b4 !
a a
—L ——————————————————— 1 fhememezcazos >< - L
. .
i x )?( X
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Intégration numérique: quadrilatere bilinéaire

G G
. T
(K] = E E [Be(ag, - ag,)] [AllBe(ag, - ag,)] Je(ag, - ag, ) we, we,
g1=1g=1
Choix de l'ordre de la quadrature: R i 4wl T,
Lintégration numérique est dite o - g - a
étre exact si, supposant que la
. . . —(a, —1=0 (a, +1=0
Matrice jacobienne est constante B
(élément non déformé) la matrice 1 b 2 ! D 2
de rigidité est intégrée de maniere Ny (a1, 2) = (1— a1 )(1— 1) /4 No(ar,a2) = (1+a1)(1—ay)/4
exacte. @ 2
4 @+ 3 4 1)
Ici ... ?
(-1 (+1) a -1 (+1) 4,
~(a,—=1=0 (a, +1=0)—+

. | -1 2 | -1 2

G=2 est suffisant D i ey 1o0)
. Ni(at,a2) = (1—a1)(l+a2)/4

== > 4 points de Gauss 421, 22) = (1= 21)(1 +22)/ Ns(a1,a2) = (1+a1)(1+a)/4
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Intégration numérique: quadrature de Gauss

(a) Intégrales 1D
(b) Intégrales 2D ou 3D sur des carrés ou des cubes
(c) Intégrales 2D ou 3D sur des triangles ou des tétraédres

- G
/ f(a)darday = > wy f(a,)
T2

g=1

Regle de Gauss-Hammer

/Exemple (m=2, G=3) \

Ordre du polynéme (m) 1 3 12
1
Nombre de pt de Gauss (G) 1 3 3 4 \
) | | | 1 21 31
Points de Gauss : 5 05 636 155 5 \ q
S
1 11 121 1113 0 1
3 229 636 3555
. R / f(a)da; day
Poids de Gauss 1 1 I 27 25 T2
2 6 6 96 96

\6[ (53) (5 5)”(5@
(Intégration exacte des polyndmes de degrés p(x,y)=x'y! avec (i+j) < m)
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La méthode des éléments finis

Intégration numériqgue: modes parasistes

[K{U}={F}
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Intégration numérique: modes parasites

> Energie de déformation (élémentaire)

1
Wow) = | e)sd: AV = 2 (W, [K.] (W)

E, ~
> En particulier I/Ve({W,ggid D=0

Dimension du noyau de [Ke] =3en2D,6en3D

Rang ( [Ke] ) =(Nb noeuds de I'élément) x (Dim. géométrique) — (Nb modes rigides)
J

Taille de IYa matrice
> Intégration numérique:
G

)= | (5@ @V @V (@ = ) wylB(a,)] 1[5 (a5) e (a)

g=1

Si dimension du noyau est plus grande que 3 (2D) ou 6 (3D)

== > modes parasites (modes a énergie nulle)
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Intégration numérique: modes parasites

4 c N
[Ke] = ) wolBe(ag)]" [41[Be (a5)Ve (ag)
q = J
wi/e (Ql) [A] ‘

Ke] = el ! e\4dc ' ;
[Ke] = [[B(@)]" - [B(as)]' welo(ag) A

|

B.(a inversible
ainsi Rang([Ke])=Rang( [ (:_1)]})

! | [Be (QG)]
Matrice carré :

Nb Lignes: Nb noeuds x (Dim geo) Matrice rectangulaire:
Nb colonnes : Nb noeuds x (Dim geo) Nb Lignes: Nb Gauss x (3 en 2D; 6 en 3D)
Nb colonnes : Nb noeuds x (Dim geo)

l[Be (g)]}
[ (as)]

}

En particulier, s’il n’y a pas suffisamment de points d’intégration == > modes a énergie nulle !
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Intégration numérique: modes parasites

Exemple: Triangle T3 Rang ( [Ke] )=(3)x2-(3)=3 [Be (g)] : matrice 3x 6

== > il faut au moins 1 points d’intégration

Exemple: Quadrangle Q4 Rang ( [Ke] )=(4)x2-(3)=5 [Be (g)] : matrice 3x 8

== > il faut au moins 2 points d’intégration
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La méthode des éléments finis

3. Opération d’assemblage

[K{U}={F}
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Opération d’assemblage

Formellement, 'assemblage de la matrice [K| et {F'} peut étre réalisé en utilisant la relation:

NE

{WIT(IKHU} — {F} = {F**}) = > {We}T (IKe]{Ue} - {F})

e=1

> [Ke], {IFe*t}, {Uc}, {We} : Numérotation locale
» [K], {F*'}, {U}, {W} . Numérotation globale

Phase d’assemblage de [K] et{[F'} :
» Calcul des matrices de rigidité et seconds membre élémentaires [K.|, {F!}:
» Remplir [K], {F“}et{F=*}:

Utiliser la correspondance entre la numérotation locale et globale moyennant les tables
elements.nodes et nodes.dof
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Exemple

Cas d’un probleme scalaire: une inconnue par noeud

1 2 34 56 7 8 910

p———
I

o © 0 N O B W N

I—

Ici par simplicité:

Pas de conditions limites

La numérotation globale des noeuds
coincide avec la numérotation des Matrice de rigidité [K
valeurs nodales
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Exemple
Cas d’un probleme scalaire: une inconnue par noeud
7 8 9 10

I
2
RN D | B -1
AN N I DS 3
5

10 Y e | e ESeE———— -
7 L
9
10 : :

Matrice de rigidité [K
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Elements.nodes nodes.dof

Opération d’assemblage

Ne nodes 1] 2
(element1l) | 6 |3 9 1 7 6 2 x X 312

(element2) | 8 |3 5 11 9 4 8 10 7
516
Koo = [ clfin(el:Aicln(e] dvig | [T]8
Q™ N <0]<0
(P=dof(m, i) >0, Q=dof(n,j) > 0) 9 |10
= 11|12
. {W}T([K]{U} - {Fu}) = {We} [Ke[{Ue}| [<o][<0
13 | 14
Liste globale des valeurs nodales inconnues et valeurs nodales du champ virtuel (méme ordre) 15| 16
1 1) (2) (2 (3 (3) (& (4 (6) (6) (1) (7) (9 (9 10) (10 <0|<0

(0} = (ol 2 2 2 2, 2,0, U, U, o0, o, 107
1 1 2 2 3 3 4 4 6 6 10 10
{W} = {W{ ), W2( )._Wl( )._WZE ), Wl( ), W2( )._Wl( )._Wé )._Wl( ), W2( )Wf )._Wé )}T

Liste des déplacements nodaux au niveau de I’élément (ex: élement 1 et 2) = Pas de distinction entre

valeurs nodales connues (CL)
{U:} = {ug?’),_ uég)? ugg),_ ugg),_ ugl)? uél),_ ug?),_ ug)? u£6),_ uéG)? ng)? uéz)}T et inconnues

g3, 3) (5 05) (1) (11) (9) (9) (4  (4)  (8)  (8) 10 10 7 T
{Ua} =y uouy w7y oy oy oy g uy g Uy ?”g )?Ug )?”g)aug)}

Liste des degrés de libertés au niveau de |'élément:

Pour I'élément 1: dofe = {5.6,13,14,1,2,11,.12,0, 10,3,4}T
Pour I'élément 2: dofe = {5.6,< 0,< 0,< 0,<0,13,14,7.8,< 0,< 0,15,16,11,12} T
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]
Opération d’assemblage

> Initialisation : [K]=[0] (matrice NxN), {F“} = {0} (liste Nx1)
» Boucle sur les éléments: for 1 < e < Ng :

> Liste des noeuds (numéro globaux) de I'éléments E,
node(n)=elements(e).nodes(n) (1 <n <e)

> Restriction a I'élément E_ de |a table dof

dofe(j)=nodes(k).dof(j) (1 <j <D) et (k € node)

» Construction de [[K¢]

> Contribution de [K¢] dans [K]et {F"}:
for1 < p,g < Dne :
Ky = Kiy + Ke, pq [=dofe(p) >0, J=dofe(qg) >0
F/ = FY — Ke pgULY  I=dofe(p) >0, dofe(q) <0
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Prise en compte des conditions aux limites en déplacement

for 1 < p,g < Dng:
Ky = Ky + Ke, pq [=dofe(p) >0, J=dofe(q) >0

=T — Kequﬂﬁ [=dofe(p) >0, dofe(q) <0

Exemple
| Element 1: [KY] = [K.]

12\
31| 4
Element 2: %% (0) ,(0 5|6
‘ [IKE' ] — Kf{": "‘:{ }) 7 3
aD
K9P — k. (£©), £(D) =
9 |10
avec ,(0)
x ﬁm} {_1,4~5‘?? 8} THRT:
L = {2.3?6} =0l <0
\l 13 | 14
Numérotation locale des noeuds 1516
Ne nodes (chague noeud a D=2 composantes <0|<0
(elementl) | 6 |3 9 1 7 X
8|13 5 11 9

Qment 2)
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Opération d’assemblage

Elements.nodes nodes.dof
5 2 7 “1 -10
- 3 7 1 ~
4 o I 4
Ei & & -4 -13
1 g g 5 6
8 7 4 ! ;
9 10

A o 5
-8 -17
0 ? B 11 12

» Taille du systeme linéaire ?
» Que vaut le terme K(1,6) ?
» Comment calculer le terme K(1,4) ?

» Comment calculer le terme K(5,11) ?
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La méthode des éléments finis

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K]{U}={F}
Propriété de la matrice
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Propriétés de [K]
> [K] est symétrique, définie positive

K] = [K]" . (U [K|{U} >0 Si tous les mouvements de corps rigide
sont blogués
> [K] est creuse:

: : : B ! __‘,,?-?_'qx__u. .
Kpq = / £[Nm(x)e)]: A:g[ﬁd’n(i)gj] dV(x) sj\f ” ._ p

QM Aoln —
(P=dof(m, i) >0, Q=dof(n. ) >0)

> Structure “bande” de [[K] et largeur de bande L;:
|I—]| = LB:b-K”:U avec LBEN—.‘-O (N—}x)
> Profile de [K] :

L(J)=min{l | K # 0}
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Exemple 1 2 34 5 6 7 8 910

> Structure “bande” de [K] et largeur de bande L;:

o
O
O o0 N O U B WY

=

. Terme diagonal . Terme non diagonal

I-J >lg=Ky=0 avec [g/N—=0 (N— x)
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Exemple 1 2 34 5 6 7 8 9 10

1
5

> )
4 3
4

I 10
5
; 6
6 8 !
8
J (12345678910 9
[(J)]111123465 7 0

. Terme diagonal . Terme non diagonal
» Profile de [K] :

L(T) = min{l | K # 0}
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La méthode des éléments finis

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K|{U}={F}

Solveurs directs
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Solveur direct

Remarque: Si la matrice du systeme linéaire est diagonale o%triangulaire (ex. inférieure),

La résolution est trivial e ~
y1 fl

V2| _fa |
y3 f3
f

> Factorisation de Cholesky | [K|=[L][D][L]"| - =) Yl Ul

> [D] : matrice diagonale définie positive (D, > 0 pour tout I)
> [L] : matrice triangulaire inférieure, avec diagonal unité (L, = 1 pour tout )

» Résolution du systéme linéaire:

[LI{Z} = {F}

L][D|[L]"{U} = {F
(LD U} = {F} = [L]{U} = [D]"}{Z}

(z}
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Factorisation de Cholesky [K]=[L][D][L]"

Lien entre les coefficients de [K] et ceux de [ID], [L]

J—1
Ky =Dy + Y  LikDkx (1<J<N) (a)
K”:L”m“—I—ZLmLJKDKK (l‘i_:I‘:_iJ—l. 2£]£N) (b)
K=1
Kﬁl (Initialisation): le coefficient [0y, est déterminé avec (a) \
D1 = Kyqy

> J=2, .. N : les coefficients I.j sont donnés par (b) pour pourtout (1 <1< .J—1)

I-1
1
Ly= O {Ku - Z LIKLJKHI'KK} (1<I1<J-1)
K=1
> Le coefficient [, en ensuite calculer avec (a)
J-1

\ Dy =K - Z L3 Dkx /
K=1
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Factorisation de Cholesky [K]=[L][D][L]"

Lien entre les coefficients de [K] et ceux de [ID], [L]
I-1
Ky =Dy + Y  LikDkx (1<J<N) (a)

K=1
[-1

K”:L”ED“—I—ZLmLJKD]KK (li:I‘:_iJ—l. 2£]£N) (b)

K=1

J——

I - Remarque:

En utilisant la commande Matlab “ \ ”,

une matrice symétrique définie positive est
automatiguement reconnue et une factorisation
de Cholesky est utilisée
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Stockage de la matrice en mémoire

» La décomposition de Cholesky conserve la largeur de bande et le profile de la matrice initiale

Si[[K] a un profile défini par L(J), alors D_,]Té au moins le méme profile;

Si[[K] a une largeur de bande Ly, alors D_,]T a au moins la méme largeur de bande;

Enrevanche |K;;y =0 (L(])<I<J)% L=

> Le stockage de toute la matrice [K] € RV n’est pas nécessaire et doit &tre évité !

Minimisation de la largeur de bande de [K] :
renumérotation des noeuds avec 'algorithme de Cuthll-McKee (Matlab; symrcm)

Minimiser I'écart maximum sur les élements entre les numéros des noeuds:

Max_e ( max(elements(e).nodes(1:ne) - min(elements(e).nodes(1:ne) )
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Exemple

Rénumeérotation des noeuds (Algorithme de Cuthill-McKee)
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La méthode des éléments finis

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K|{U}={F}

Solveur itératifs
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Solveurs itératifs
> Si N est grand: le stockage de la matrice [[K] peut se révéler impossible

> Une alternative : les solveurs itératifs

Construction d’une séquence {U%)} (k > 0) . k'l}m I{U{k}} = {U}

Plutdt que de stocker la matrice [[K], les coefficients sont recalculés a chaque itération

(RO} = {F} - [K{UW}  (k>0)

Lien avec la minimisation de la fonctionnelle énergie potentielle:
algorithme du gradient conjugué

Ui = argWTiﬂ PAVH|, PQHVH) = %{W}[K]{V} —{V}'{F} + Cste

Dans ce cas: stockage de type Morse
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La méthode des éléments finis

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K|{U}={F}

Postprocessing de la solution
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Post-processing

» Calcul des déformations et des contraintes aux points de Gauss de chaque élément

glupl(xg) = [Be(2,){Ue}
alupl(x,) = [Al[Be(2,){Ue}

aux points de Gauss de I'élément

> Visualisation

Visualisation de O y

Les valeurs du champs g[u,](x,) aux points de Gauss sont “extrapolés” aux noeuds
(différentes techniques — ZZ technique ...)
Le champ continu (7, est ensuite tracer par interpolation aux valeurs nodales ...
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La méthode des éléments finis

4. Le systéme linéaire global et sa résolution numérique [K|{U}={F}

Convergence
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e
Méthode de Galerkin: Quelques propriétés importantes (2/2)

Calculons I'énergie de déformation de u—vy=Au+ (uy—Vvy)

Avec le champ cinématiquement admissible arbitraire vy = Q(D) + ZK:l K ﬁK

(on a toujours ... u - uy = Au)

/Elu—leiAZE[u—vN] dV
Q

fg[AU]iAig[AU]dV+f§[uN—vN]1«41§[uN—vN]dV
Q Q
Jr2/95[AH]3~/435[Ur\|—‘i/r\1]‘CIV

A - ~
W

=0 (orthogonality)
Propriété de meilleure approximation:
uy est la meilleure approximation de la solution exacte u
dans l'espace d’approximation choisi (au sens de la norme énergétique):

fg[Au]:.A:g[Au]dVﬁ/E[U—VN]:A:g[u—vN]dV
Q

Q
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Convergence %

» Intuitivement >

» Sion suppose que I'approximation éléments finis permet une y
représentation exacte des déplacements polynomiaux de degrés p o
» Sur chaque élément h= max d

u(x) = u(x®) + Vu(x®).[x = x°] + VVu(x"): [(x — x°) @ (x — x")] o
+o+ O(llx = X°IPH)  (xx7 € Ee)
Erreur de la solution approchée

|u(x) — uy(x)|| = O(hP*) (xeE)
le[u](x) — clup]) = O(hP) . la(x) — a(x)|| = O(h*) -

» De maniére rigoureuse, on a:

> Si|lu|le<+o0,alors ||u — uplle = O (h — 0) (convergence)
> Si||ul| ety < +00, avec (p+1)>D/2, et si I'interpolation peut
representer sur chaque eléements E, les polyn6mes de degrés < p

— P
ﬂm uplle = ChPu] H“H(-QJ Les éléments finis isoparamétrique,
on a au moins p=1

Semi-normes:

lullg = /ﬁg[ﬁ]iﬁiglﬂl dV ||l = /Q Vv u|? dv
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Convergence

||£ — Eh”Hm < CHT”EHHF Eléments isoparametrique
k=1 au moins

o = min(k+1-m,r-m)

ou k est le degré max du polyndme qui peut étre représenté par l'interpolation dans
le systeme de coordonnées “courant” (x,, X, X;)

» Sila solution est suffisamment réguliére Si les bords sont droits !!
» Elements T3 et Q4; k=1 : convergence linéaire /
» Elements T6 et Q8 ou Q9; k=2 : convergence quadratique

> Si la solution n’est pas suffisamment réguliere (ex: dynamique, fissure, lois de cpt
nonlinéaire ....)
> “r-m” dans o devient le facteur limitant indépendemment de k
> Les éléments d’ordre élevé sont alors d’intérét plus limité

Ceci explique qu’historiquement, I'attention s’est plus particuliere portée sur les éléments
d’ordre peu élevé
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that's all folks
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