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Motivation théorique

On souhaite résoudre par une méthode numérique I'’équation différentielle ordinaire du second
ordre suivante :
MG+Cq+Kg=F(), qeRV
q(to) = Vo
q(f) = qo

ol M est une matrice symétrique définie positive, C et K sont des matrices symétriques.
Toute équation du second ordre peut s’écrire sous la forme d’une équation différentielle du
premier ordre, a I'aide d’'un changement de variable.

q 2N
= R
2| 3] e

M 0 74 C K s F
0 D |- -D 0o |"|O
ou D est une matrice inversible.
Linconvénient de ce type d’approche est de multiplier par deux la taille du syteme linéaire a

résoudre dans les schémas implicites.

Il est donc intéressant de mettre en ceuvre des méthodes numériques dédiées.
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Temps caractéristiques

Pour les sollicitations périodiques, il existe un temps caractéristique d’évolution du chargement :
L}

Il Si ce temps caractéristique est grand devant un temps caractéristique des effets de l'inertie,

A /HM_171K”, alors le régime est quasi statique. La matrice M a une contribution négligeable dans la
réponse du systéme.

régime dynamique régime quasistatique
—
i s temps caractéristique
de la sollicitation
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Temps caractéristiques

En dynamique des structures, C regoit la contribution des phénoménes amortissant et
gyroscopiques. En I'absence d’amortissement le systéme est dit conservatif.

Pour un systeme non conservatif, il existe une durée d’observation au-dela de laquelle q est
indépendant des conditions initiales. Il s’agit du régime stationnaire. Il est précédé par un régime
transitoire.

régime transitoire  régime stationnaire
—
" . temps

4 ' d'observation
ty t

s
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Développement en série de Taylor :

. AP . At [l
ltnin) = f(t) + AtH() + S i(t) + o+ /t S (7 (tpag — 7)°

avec th,q = th + AL

Appliqué aux vitesses, pour s = 0, et aux déplacements, pour s = 1, on obtient :

3 . tn+1 .
Ani1 =dn+ /t q(r) dr
n

. Iyt
Gni1 = Ao+ Atdn+ [ 4(7) (tn1 — 7) o7
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Approximation de q(7)

Autres développements en série de Taylor, en 7 € [y, t,11], pour §(t) :

4 = 4(r)+(th—7) 9 () + o((th — 7)) (1)
ot = A7)+ (torr —7) 4O (1) + o((tar1 — 7)) (2)
La combinaison de (1-v) (1) + v (2) donne pour ¢(7) :
= (1) = (1= %) Gn + 7 8ns1 +90(7) (- — v At — tn) + (A1) ®)
Pour la suite, en remplagant v par 2 8 on obtient :

= §(7) = (1-28) Gn +288ns1 + 9O () (T — 28 At — ta) + 0(Al) (4)
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Quadrature par point milieu

tn+1 +t

fn1
/r q(r) dr = Atq( ) + o(At)

bt .. N t t
@) = [ E(r)dr = (1—7) Atén -+ Aldnyr + 9@ (”+1+ ”)(f 7) AR + o(AP)

tn

En traitant de fagon similaire ft:"” d(7) (th+1 — T) d7 on obtient :

t
@ = [ 4 (tys — 1) dr = (% — B) APHn + B AL bny1 + AL 9O (F) (% —B) +o(Af)
tn

ouTt E]tn7 tn+1 [
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La méthode de Newmark est définie par I'approximation suivante :
Qo1 = Qo+ (1 —7) Atln+v At Gny
. 1 . .
At =An + Atdn+ AL (5 = 8) @+ AP Bl

oU v et 3 sont deux paramétres de la méthode.

Ces approximations viennent compléter I'équation différentielle en t = ¢, 1 :

M.qn1 + C.Qni1 + Kdnp1 = Fpyg

On obtient la formule de récurrence suivante :

(M+~ AtC+ B AP K).Gpyt =

. .. . 1 ..
Fri1 — C.(An+ (1 — ) Atdn) — K.(dn + Atn + AP (E —B)dn)
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Propriétés de la méthode de Newmark

Pour les problémes conservatifs (C = 0), les propriétés suivantes sont vérifiées.
@ Le schéma d'intégration est consistant.
@ Lordre de convergence de I'approximation est 1 dans le cas général.
@ Le schéma est instable si v < %
@ Siy > 1etp>1(y+ 1)?leschéma estinconditionnellement stable.

@ Siy>1etp < I(y+3)2 leschéma eststable si At < At avec :

4

At =
© Wa((v+ )2 —4p)

oll wmax = Max; wj, avec det(K — w? M) = 0

@ Lechoixvy = % etp = % donne un schéma stable qui a la meilleure précision, avec une
convergence d’ordre 2 pour g. Dans ce cas, pour C = 0 et un chargement extérieur nul,
I'énergie totale du systéme est conservée, conformément aux équations de la mécanique.
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Propriétés de la méthode de Newmark

inconditionnellement %
stable Sale

o>
Instable
Vod

Conditionnellement
1/4 — stable : At < Atc
0 1/2 Y

limite de stabilité du schéma de Newmark pour le cas conservatif

4

1 1 1
25 B< g (4 5)
Wha (v + 3)2—4B) 2 4 2

A2 =
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Différents schémas classiques de la famille de la méthode de Newmark

TaBLE: Différents schémas classiques de la famille de la méthode de Newmark

v | B | pasdetemps critique explicite/implicite
Différences centrées ITo 2 /wmax explicite si M et C diagonales
Accélération linéaire i 3,46 /wmax implicite
Accélération moyenne 2 i ) implicite

Wmax = Maxw;, det(K—w?M) =0
1

wmax peut étre estimé sur le plus petit élément du maillage, pris isolément.
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Conservation de I'énergie

Pour C = 0 I'énergie du systéme mécanique est conservée pour des forces extérieures nulles.
L'énergie cinétique T s’écrit :

1 .p
=_q’m
T=5a"Mg

L'énergie de potentielle V s’écrit :

1
V:EqK,q—qT.F, avecF =0

1. . . . 1
7+ V]t"Jr1 = é(qnﬂ —8n) " M.(Gns1 +@n) + §(qn+1 —an)" K (ans1 +an)

In

avec
Mg, +Kan=0, Mdgn1+Kagpq1=0
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Conservation de I'énergie (suite)

(Ant1 +8n)"-M.(Gn + Gni1) = —(Any1 +8n)T-K(dn + Any1)
Avecy=tetB=1ona:

L2 . L. 4 At
Q0 +Anit = 77 (Anet = Gn), Qo+ Anit = 5 (An1 — A0 — ALQ0)
. . 2 . . . .
= (@ne1+8n)" M. (@ni1 = @) = —(Ane1 +Gn) K (An + Qo)
thi1 At . A T
= 2[T+ V] = (@1 — Q0 — — (Qn+t +an)) K (Qn + An1)

. At . .
= 2[T 4 V7" = (@nis — Ao — Atdn — Z-(dns1 — 4n) K. (@0 + Qi) = 0
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Avec un schéma explicite, il est possible de mettre en ceuvre facilement la méthode numérique
pour traiter des modeles fortement non linéaires comme ceux rencontrés lors de la simulation du
crash automobile, ou lors de la simulation d’opérations d’emboutissage.
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Méthode explicite et condition CFL

Pour les équations hyperboliques il est nécessaire de vérifier une condition de stabilité dite CFL
(Courant—Friedrichs—Lewy). Pour les probléme d’advection, il s’agit de rendre cohérente la
discrétisation en temps et en espace, pour le transport d’'un champ.
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Les méthodes Galerkin discontinues a deux champs

On adopte une forme faible en temps.

Méthode de Galerkin discontinue a deux champs (TDG-UV) :

/te v T (M() + Ku(t)) dt
te—1

[ WK g — (o) ot

o1
T M ) +ur T K )
T T - T -
_ /t v T (O dt+ v T )Myt ) +uT(t ) Ku(t )

e—1
La méthode de Galerkin discontinue a un champ (TDG-U) s’obtient & partir de la méthode
Galerkin discontinue a deux champ, en imposant v = u* et v = u dans le schéma
d’approximation des champs, avant la résolution des équations.
L'approximation Galerkin discontinue a deux champs permet 'amortissement des vibrations a

hautes fréquences (qui n'ont pas de sens physiques pour un modele éléments finis), sans besoin
d’introduire d’amortissement supplémentaire.
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Méthode de Hilber-Hughes—Taylor (HHT)

On reprend les approximations des déplacements et des vitesses du schéma de Newmark, mais
on modifie I'évaluation des équations du mouvement.

An1 =dn+ (1 —7) At Gn + v At dny

. 1 . .
At =An + At8n+ AF (5 = 8) @+ AP B8y

Ces approximations viennent compléter I'équation différentielle en t = t, 1 :
MGni1 +Clni1—a +Klni1—a =Fni1-a
ol «, v et 3 sont deux paramétres de la méthode.
tipi—a =01 —a) 1 +at
dnii—a =(1 =) qny1 +adn

Ani1—a = (1 —a)Qny1 +adn
Frit—a =1 —a)Fpp1 +aFp

Pour o« = 0 on retrouve la méthode de Newmark. Ce schéma permet de filtrer les plus hautes
fréquences.
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Méthode semi analytique de recherche de réponses périodiques

forcées

On considere les systémes conservatifs C = 0.

Pour les équations linéaires a coefficients constant, on commence par rechercher la solution
générale du probléme a second membre nul. En mécanique des structures, il s’agit d’'un probleme
de vibrations libres. On cherche q = ¢ € ¢ !, (2 = —1) tel que

(—®M+K)p=0
avec ¢ non nul, donc det(—w? M + K) = 0. Les solutions sont appelées modes propres et

pulsations propres.

Puis, on cherche une solution particuliére. En mécanique des structures c’est la réponse aux
vibrations forcées, que I'on obtient avec la matrice des fonctions de transfert.

Le calcul des modes propres et des pulsations propres est fait par une méthode numérique de
recherche de vecteurs propres.
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Exercice
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