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Plan du cours

1- Rappel sur I'elasticité linéaire — Méthode de Galerki n
2- Le concept d’éléments finis isoparamétrique

3- La méthode des elements finis

4- Introduction aux calculs de structures non-linéair es
5- Calcul de solides élastoplastique — aspects locaux

6- Calcul de solides élastoplastique — aspects globaux
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Utilisation et développement au sein d’'un code simple sous Matlab (2D)
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Analyse du comportement non

linéaire des structures par la
meéthode des éléments finis

Plan du cours

1. Introduction
1. Exemples de calcul de structures a comportement non linéaires
2. Algorithmes de type Newton pour la résolution de problemes non linéaires
3. Comportement élastoplastique (rappels)

1. Aspects locaux (algorithme de retour radial)
2. Aspects globaux (Opérateur tangent cohérent)

2. Calcul de solides élastoplastiques [

3. Elasticité en transformations finies : exemple du flambage
1. Equations de I'élasticité en transformation finies
2. Déformations infinitésimales — grands déplacements
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Chapitre 3 [

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

1. Calcul d’'une structure élastoplastique: équations et principe de résolution
2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent

3. Meéthode de Newton avec opérateur tangent constant
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

/

1. Calcul d’'une structure élastoplastique: équations et principe de résolution

Hypothese et équations du probléeme (rappel)
Principe de la résolution numérique (rappel)
Résolution du probléme global : approche itérative
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Résolution des problemes linéarisés par la MEF
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

1. Calcul d’'une structure élastoplastique: équations et principe de résolution

Hypothese et équations du probléeme (rappel)
Principe de la résolution numérique (rappel)
Résolution du probléme global : approche itérative
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Résolution des problemes linéarisés par la MEF
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Rappel : Surface de charge et regle de Normalité

> Observation expérimentale :
taux de déformation plastique est normal a la surface de charge

Aluminium

> Formulation de la regle de normalité

ff(g) <0 £"=0
If f(a) =0 gp is directed as the outgoing normal to f(g) =0

=4 420 fl@)<0  4f(g)=0

¥ : multiplicateur plastique (a priori inconnu)
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Rappel : Critere de Von Mises (1913)

Isll = /s 5= /5SSy
" R / Limite d’élasticité
ot — R <0 o1 = v@”g” Contrainte équivalente
\ $=0 - %Tr{g}; Déviateur des contraintes
—

Terme de pression

» Limite indépendante de la pression

> Utilisé pour décrire la plasticité des metaux
(déformation plastique due au cisaillement, dislocations du réseau cristallin)

> Pour une traction uniaxiale ¢ =o(e,@e ) ona|c™ =0

(justification du coef /3/2)

» R : limite élastique observé sous un chargement de traction uniaxial
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- 00000/
regle de normalité pour le critere de Von Mises
3 s

Rappel :

> Normale a la surface de charge ﬁ ~ V25
of \[
N (IIN|| =1
5y = Bt (1) = 1)

Purement déviatorique

> Regle de normalité
3 i

.-"'\ )
J

> Lien entre '
p—fmw%lmfmw p=75

Loi de comportement s’écrit finalement
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Rappel : Synthese

Loi de comportement linéaire élastique isotrope :

> Hypotheses o = Atr(g)l + 2us = ktr(g)l + 2pue

[ Critre de von Mises | T TR e
> Reégle de normalité, écrouissage isotrope

> Loi de comportement ea _ \/gllgl\ N= 3%
0 = ktr(g)l +2u(e — £7) Elasticité
flo.p)=0"—R(p) <0 Critere de Von Mises

p>0. p(c* —R(p)) =0 Reégle de normalité

3
" =py s =1/3PN.

LY

Hypothese sur - R(p) (convexité de f(z.p) =% — R(p))

() RO)=R, (i) R(p)>0
(i) R(api+(1—a)p2) > aR(p)+(1—a)R(p2) (0<a<1)

Mastere Spécialisé Design des Matériaux et des Structures — DMS




Rappel : Hypotheses et équations du probleme

Critere Von Mises sl = /575 = Va5 — _ 1
[ R Limite d’élasticité y N
— R <0 ¢« =/ 2|| || Contrainte équivalente | : |
| s=o- ETrl[g}; Déviateur des contraintes \\““"-_—f — —-'”/
£ = (VU + V') in Qx[0, T] (compatibility)
dlvg+ pf =0 in Qx[0, T] (equilibrium)
g= K1r (g-i‘p)ﬁlﬁ ZN(S-SIO) (constitutive law, elastic part)
£ = P> 3qu, p=>0, o%—=R(p)<0, p[o*?—R(p)]=0
7 (constitutive law, plastic part)
u(x, t) = uP(x, t) on 5,x[0, T] (imposed displacements)
T(x,t) =T (x,1t) on Stx[0, T| (external loading)
£'(x,0) = in Q (initial condition)
Ou, €, Sp et S sont les parties déviatoriques de £, gpet g
Et p(t) = vq r| L (Nldr  la déformation plastique cumulée
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

1. Calcul d’'une structure élastoplastique: équations et principe de résolution

Hypothese et équations du probléeme (rappel) I
Principe de la résolution numérique (rappel)

Résolution du probléme global : approche itérative
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Résolution des problemes linéarisés par la MEF
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Rappel : Discrétisation temporelle
Recherche de solutions pas a pas

_ At At=T/M

Choix

tp=0 1t B ta=1

» Objectif de l'algorithme :

(notation : f,(x) ! f(x.,th))

. f def
Calculer I'état mécanique S, = {u,.c ,",0 ...}chaqueinstant t = t,

n: —n =n’ —n

» Approche incrémentale : calculer les états mécanique 80,51,--.,SM pas a pas

Formulation d’un algorithme qui :

. iy , : D
Connaissant I'état mécanique Sn et le chargement (£, 1, “n+1 T..01)

donne I'état mécanique Spi1
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Rappel : Probleme a l'instantt .,

Pour chaque incréement S, — Sp+1 @
» Forme faible (PPV) des équations d’equilibre + CL a l'instant  t = ¢,

> Discrétisation en espace (FEM) ; approximation de U, 1. W

/QEHHE[E]dVZ /ﬂ;,{n+1£dv+/5 1£:L1-Ed5 Yw € C(0)

» Loi de comportement ( F : opérateur associé a l'algorithme de retour radial ) :

gn—i—l - F(ﬁgn’ Sn)
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Rappel : Algorithme de retour radial : synthese

| o . . | elas,eq .
(a) Compute s =5, T2nhe, (elastic predictor), then ge= and o,
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Rappel : Algorithme de retour radial : synthese

| o . . | elas,eq .
(a) Compute s =5, T2nhe, (elastic predictor), then ge= and o,

(b) Compute f(gi'fl?pn) and test :

> If f(gi'f’l?pn) < 0 (elastic evolution), solution given by :

_ _elas P _ P B
gn—H o gn—f—l ? gn+1 _ gn ) Pn+1 — Pn (END)

> If f(gi'f‘l?pn) > 0 (elastoplastic evolution) :

(i) Solve Ui'f’l’eq —3ulAp,— R(p,+Ap,)=0|for Ap,;

(ii) Compute the increment of plastic strains

AEP o 3AP” elas .
=n elas,eq=n+1 '
20 q=n+
n+1
(iii) Update variables :
€1 =&, T AL Pnt1 = Pn + Apy (END)
o =g, Trr(Ag )1 +2u(Ae — A")
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Rappel : Probleme a l'instantt .,

Pour chaque incréement S, — Sp+1 @
» Forme faible (PPV) des équations d’equilibre + CL a l'instant  t = ¢,

> Discrétisation en espace (FEM) ; approximation dEEnH-E

/ﬂinﬂiglﬂldvz /ﬂpinﬂ-ﬂ dV+/5 TrawdS  Vw e C(0)

» Loi de comportement ( F : opérateur associé a l'algorithme de retour radial ) :

gn—i—l - F(‘&gn’ Sn)

» Equilibre + Loi de comportement a l'instant t = ¢,

> Le probleme au pas de temps t=t ,,, S’écrit :

Inconnue Au,, = uU,.,- U,, Solution (via un algorithme itératif) de

Trouver Au_ O C(Au.) tel que R(Au,;v,S.)=0 OvOC(0)

R(Du:w. S,) — / F(e[Bu,]:S,)-c[w] dV — / pf . wdV — f TP wds
oS0 B - 0 St
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Probleme a l'instantt ,,: Formulation global
Trouver Au_ O C(Au.) tel que R(Au,;v,S.)=0 OvOC(0)

avec probléme non linéaire
R(Au,,w.S,) /F clAu,]; Sp)elw] dV — /;}fn+1 wdV — / J.wdS

» Mise en oeuvre de la méthode de Newton Raphson
» Procédure itérative : construction d’'une séquence

AuttD — Ayt 4 540 ie sul) = AplD) — Ayl

» Par linéarisation autour de Qu(“

R(AUK; w, S,) + (RI(AU); w, S,), oull)) =0

> Application linéaire tangente global R’ définie par :

R(v+zw.Sn) — R(v;w.8n) = (RN (v; w.S,). 2) + o(]|z]])

> Application linéaire tangente : deux possibilités
> Methode de Newton avec opérateur tangent
= > calcul de l'application linéaire tangente R'(Au uE, ). W, S,)
» Meéthode de Newton avec opérateur tangent constant
== > approximation deR’(Aul,”; w,S,) par une application linéaire constante
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent I

1.  Opérateur tangent local
2.  Opérateur tangent global
3.  Algorithmes de résolution
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent

1.  Opérateur tangent local
2.  Opérateur tangent global
3.  Algorithmes de résolution
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]
Opérateur tangent Cohérent g ., =F(Ag,;:Sn)

T

R(Buyiw.S;) = [ Flelbu); Sy):clw] dV - / Py w dV / 7D, wds
JQ a a Q St

» L'application linéaire tangent global R't  définie par:

R(v+zw.8) —R(v;w.8n) = (R (v; w,8,).2) + o(||z]])

> Linéarisation de I'application F : /0§ = g[ou
F(As+0g:8n) = F(Ag Sn) = (F/(AgSn) 0g)Fo([og]])
Do o
— £:8,):0¢ Ve
TAL(Ag 8n) 2 + o(l2g])

E AP (A S,): 82+ of|5g]))

> Le tenseur du 4iéme ordre A%"(A:(0;s,) s'appelle I'opérateur tangent local
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Operateur tangent local
do
EP(A-(K). gy of O A (k). _ =ndlg A (k).
A (&En ’S”) {_-j&g{&in 'S”} - W(Afn 'Sn)

avec (Amphi 2)
o +A:Ne 2ul:f
" =N —n

— F(Agn;Sn) —

gn—i—l
e
—n+1
» Cas 1: pas d’évolution plastique : AsF = Q
=h =
o gElas Ap, = 0, etparconsequent .t'J.?—'( Ac :S,)=A
—n+1 —n—|—1° n ‘-'}&f - N
Tenseur d’élasticité

» Cas 2 : avec évolution plastique : A¢P 7& 0

OF S JAN
Ac ;5,)=A-2 =1 =A-"D
( gn’ ) A H OAgn A
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Expression de la “correction plastique” D
da A () Ap
T=nel B _ . =n __ n  _elas
f}&%] - A-D avec D 21'1 {Jﬁ:;” aﬂ dﬁ:” (ﬁiljﬁleq =n+l.)
L . elas elas.e
> Calcul des dérivées de (i) S 21 (i) O n-+1 I , (i) Apn
 celas def J
(1) %iisl =5, +2ule, == BTN _ilisl = 2uk
—n

avec JC: projection dans I'espace déviatorique, exemple: AE = IC: Ag

8O_e|as,eq 3
(ii) O_dasieq - Q(Selas. elas )1/2 =S ntl H Selas
n—+1 2\=p41 :n—l—l - Iz - _elas,eq =p11
' =n O-n—}—l
o _elas eq (‘-)Selas
Uy Tnt1 . E 1 —n+1 . Selas _ 3!“ . SE|aS L 3# Selas
AN\e pap. elas eq 0&_ " =ntl elas,eq "=n+l1  _elaseq=pt1
- T i1 Tl T i1
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Expression de la “correction plastique” D
ji; ~-A-D avec D=2u :ﬁj = 3n5 ién (ﬁ%f;;q =ffl)
» Calcul des dérivées de (i) _ilji (i) o Elii €9 , (1) Apn
(i) se'as def s +2nle, == > "9’25” ée'fl = 21l

avec JC : projection dans I'espace déviatorique, exemple: Ae = IC: Ac

las,
(i) (Telas,eq _ §(5e|35 . elas )1/2 L ao_iisleq . 31“" elas
n—+1 2 =n+1 —n‘l—l ==> aA: - elas,eq =n-+1
' =n O-rH—l
elas e '
(iii) dz_\r 1o 1™ = 3ulp, — R(pn + Ap,) =0}
({)(Til_?_sl'eq a&p J OA Pn 3p 1 elas
L N —n - - R & nl — U == > =
OAs g 00 OQg (P Bpn) 0Dz 3p+ R,y ofegea=nit
avec Riop1 = R'(pns1) = R'(pn + Apn)
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Expression de la “correction plastique” D
ji; ~-A-D avec D=2u :ﬁj = 3n5 i:in (ﬁ%f;;q =ffl)
> Calcul des dérivées de (i) _i'fl (i) O i'fl <4 iy App,
(i) se'as def s +2nle, == > 523 ée'fl = 21l

avec JC : projection dans I'espace déviatorique, exemple: Ae = IC: Ac

elas,eq 3( elas . celas )1/2 ao_elasl,eq 3
) 0,01 =14/3 S 11° ==> __Gaed _ gelas
=n+1 —”‘H ‘ = elas,eq =p+1
aAE O-n+l i
elas e '
(iii) dz_\r 1o 1™ = 3ulp, — R(pn + Ap,) =0}
B {r)&pn o 31”" 1 Selas
e > ; - =
0Dg, — 3p+ R,y ohsea=ntl

avec n—|—1 =R’ (Pn+1) R’(pn -+ &pn)
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Expression de la “correction plastique” D
0 000 3 0P, 34 1
elas1 o 2,UK: f!‘H—l _ e|::e §e|a51? - P o H o §e|351
()Ae. =n+ ()Agn ) q9 =n+ ()Ag 3pf —+ Rn+1 O pid q4=n+

Que I'on utilise pour le calcul de la correction plastique
0 Ap, O Ap,
D = 3,u ( P Selas ) Dukﬁ — 3[1 ( P S<'e.|as )

Uelas,eq =n+1 ANy elas,eq ~ij,n+1

] aAén n+1 & Un—i—l
l.e.
elas,eq
do n+1 L 3/“‘ elas Selas SElas o elas ) Selas
_ kl,n+1 ij,n+12kl.n+1 2 2
SJANCYIS e'jfieq 2011 9200
elas elas
_ o o ~ =n+1 =n+1
D = D(Ac ;Sa) = 3u( 3)( g Sril ) + 208K
O-n—l—l O-n+1
3 — 3/“'Apn —1 RrH—l " 3/“-‘
P T elas,eq T _elas,eq l =
O nt1 Tn+1 3pf + R”‘l‘l

> La correction plastique I 2nseur du 4iéme ord  re (méme symétrie que A
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Operateur tangent local  AFP synthése

A si £¢12* < 0 (évolution élastique)
A — ’D(Aefj‘); S,) si £ >0 (évolution élastoplastique)

AEP(A-E:MS”) = {

> ]—“(Agn:Sn) différentiable par rapport a Agn Si
(i) fels <0 (dans le domaine d'élasticité)
(i

i) fels >0 (évolution plastique Ap, # 0)

> F( gn,_Sn) non différentiable par rapport a Agn Si

(iii) 25 =0 avec Ap, = 0 (situation limite)

1

elas
[ Yeauan
=n+l
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Opéerateur tangent local .AEPinterpretation

(k) A /,,,.///
“n+1 ,
A =A-D

Opn| i
AR
| n |

A i | 5
C-

En
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Algo 4 : Algorithme de retour radial avec matrice tangente

(a) Evaluate ge'as :§n+2,uJC:A£ (elastic predictor) and gelaseq — \/gﬂge'as” ,
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Algo 4 : Algorithme de retour radial avec matrice tangente

(a) Evaluate s° =s +2pK: Ag (elastic predictor) and gelased — \@ng'as” :

(b) Compute fe2s = f(gi'j’rsl?pn) = g% _ R(p,). Two alternatives :

. | . . g 1 — 3%’{-TF(A§)1+§E|E’S?
» Si ¢ <0, elastic evolution : =N+ ===

AEP — 2? AEP — A '

» If fel5 > 0, elastoplastic evolution :

(i) Solve for Ap : o _ 3,Ap — R(p,+Ap) =0|;
_ - 3uA 3/t
(ii) Evaluate the constants 3.~ : 3 = HAP v = a ;
l,_)-elas,eq 3}(1_‘_ R,(Pn+AP)

o = (1-=73)s"+ kTr(As2)1
(iii) Update o and £° =ntl ( » )2 | (AL :
=" = A = (8/2p)s™>

(iv) Create the elastoplastic stiffness tensor A=" :

elas elas
S S

AFP — 4 3y — 3)( g ey QR —= ) —2uBIC|.

O—elas,eq
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Calcul pratique de I'opérateur linéaire tangent

elas elas
S S

A = A—3p(y — )’)( = ® = ) —2uBIK

(Telas,eq (Telas,eq

> Notation de Voigt (utile pour la programmation)

A9 = (A~ D] avee [D] = P20 () (5T 2]
avec (2/3 -1/3 -1/3 0 0 0|
~1/3 2/3 -1/3 0 0 0

et w0
0 0 0 0 1/2 0

0 0 o 0 0 1/2

(s} = {o} ~ 3(om + 022+ 033){111 000}

1/2

3
0% = |5 (sh + sh+ k) + 3s%, + 35Ty + 35,
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent

1.  Opérateur tangent local I
2.  Opérateur tangent global

3.  Algorithmes de résolution
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Probleme a l'instantt _,,: Formulation globale
Trouver Au_,, 0 C(Au,,,) tel que R(Au.,.;v,S,)=0 OvOC(0)

avec R(Au,;w.S,) = /}' clAu,]; 8p)elw] dV — /;an+1 wdV — / P wdS

» Mise en oeuvre de la méthode de Newton Raphson
> Procédure itérative : construction d’une séquence
&H,(ryk+1] _ AEE;'(] + ‘-'Sﬁff): i e {SHETF{) — &Eg{—i—l) o ﬁggk)

> Par linéarisation autour de Aul: R(Au'; k) w. S, )+ (R'(A “) W, S,), ()UE;[{)> =0

> Opérateur tangent local A™(As(¥); S,) (Le tenseur du 4iéme)

0z = glou
i g[oy]

Linéarisation de I'application F :

da
F(As +65;8,) — F(Ag S,) = O—El (Ag; Sn):0g + o(|0e]) = AT (Ag; S,) 102 + of|6g]|)

> Expression de I'application linéaire tangente globa le

(RI(AUR); w, S,), sull)) :/g[ég )] AEP(AC Sp):glw] dV
Q
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Algo 3 : Matrice de tangente élastoplastique élémentaire

(R'(Au); w, S,), oull)) =fg[ﬁgff‘)]SAEP(Agf,f‘);Sn)ig[ﬂ] dv =) J(g([5!f1k)])3AEP(A§:();Sn)1§[W]d9e
Q a,

e

= (W TR HUR} = ()T KT ouo) <]

R(Au,:w.Sp) 5 [F(E[&Hn]:8i1):£[ﬂ] dV] —/ Pl wdV —/ T7,.wdS
J O 0 Sr
k int(k VO sur
—{(WIT{RY,} = (WY (JF{+ () + (Pt y)
Algo 3 : Calcul élements par éléments
Entrée {Un} (valeur aux points de Gauss) ,{AUE}

Sorties [KEP], {Fg“t }» (matrices élémentaires)
{oni1}, {Ap}, {As”} (valeur aux points de Gauss)

Mastere Spécialisé Design des Matériaux et des Structures — DMS



Algo 3 : Matrice de tangente élastoplastique élémentaire
(R'(Au); w, S,), oull)) =fg[ﬁgff‘)]SAEP(Agf,f‘);Sn)ig[ﬂ] dv =) J(g([5!f1k)])3AEP(A§:();Sn)1§[W]d9e
Q

e

= (WTRW, oUW} = (wyT <d U} T KT

R(Au,;w, S,) - LF(E[QHH];SH):E[ﬂ]dV—/ﬂpﬁnH.ﬂdV—[5 TP, .wds

T k T int(k I f
—{WITHRL Y = (W ([F )+ (02 + ()
Algo 3 : Calcul élements par éléments

Entrée {Un} (valeur aux points de Gauss) ,{AUE}
Sorties [KEP], {F'e'ft}» (matrices élémentaires)
{ont1}, {Ap}, {As"} (valeur aux points de Gauss)
(i) Initialisation de la matrice tangente élémentaire : [KE?] = [0]:
(ii) Initialisation des forces nodales internes élémentaires : {F®™'} = {0} :
(iii) Pourg=1,2,..., G (boucle sur les points de Gauss g . de poids w,, de E,)
(a) Incrément de déformation : {As(g,)} = [B(a,)][{AU} : déf " lasti
| £, : éformation plastiques
({bg Ealctllﬂbdt; {U;»:l }I}dﬂg(a )EI[EEP] %)l (Algo 4) < doivent étre
¢) Contribution du point de Gauss a .
KE?) i— [KE?) + [B(a, T[4 (2, )| Bla, ) (ag)wy : rinegEEas WA
i _ EICH seulement aux points
(d) Contribution du point de Gauss a {7 JE Cales
{F&} = {Fg'} + [Blg,)] {ont1(ay) }  (g,)w,

Contraintes &
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Algo 2 : Assemblage - [K EP] et {Fint}

In : List of nodal displacement increment {AU,} |
Out : Global tangent matrix [KE"], global nodal forces {IFA¢}, {Fnt}.

(i) Initialisation : [KEP] = [0], {FA“} = {0}, {F'"t} = {0} ;

(i) For e=1,2,...,Ng (loop over elements) :

Procédure d'assemblage = comme en élasticité linéai  re
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Algo 2 : Assemblage - [K EP] et {Fint}

In : List of nodal displacement increment {AU,} |
Out : Global tangent matrix [KE"], global nodal forces {IFA¢}, {Fnt}.

(i) Initialisation : [KEP] = [0], {FA“} = {0}, {F'"t} = {0} ;

(i) For e=1,2,...,Ng (loop over elements) :
(a) Extract nodal values relevant to element {AU, .} ;
(b) Compute [KEF] and {Fi"t} Algo 3
(c) Assembly : [KEP] — [KEP], {FAv)
{Fient} — {Flnt}

Procédure d'assemblage = comme en élasticité linéai  re
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Probleme a l'instantt _,,: Formulation globale

Pas de temps (approche incrémentale) U,.; = U, + ﬁﬁn

Trouver Au_ 0 C(Au.) tel que R(Au,;v,S)=0 OvOC(0)

R(buiw.S,) = [ Flelan)is,):clwaV = [ ofywdv— [ T2 Lwas

ltération en pas de temps  AulfFTH = Aylk) 4 54k

Initialisation : &L}:;)z 0

o1 . (1.0 D
ltération 1: égg) = GH.ET )+ &HE :
N—— N —
Trouver 5u® OC(Au!”) €Cc(0)  ec(Aud)
R(AuD: w, S,) + (R(AuD w,S,) Sull)) = 0

Itération k -- > k+1

Trouver 5u'® 0C(0)
R(AuY); w, S,) + (R (Au); w, S,,), 5ul)) =0

(R(Buls . 8,). 3ufl) = [ houl): AT (A0: 5,):clw] AV
Q- =N -
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Time step Iteration in time-step

Algo 2 : Premiere itération
Autk+D) = Ayll) 4 5uk)

Hn+1 = 4y, + Aﬂn

/ e[oul ] AR (A S0) gw] dV =
= £ 2

—fg[AgEf‘)]:g[m]dVJr/pinﬂ.ﬂdwrf TP, .wds
Q- B Q St

» Initialisation : | Au, =0/;

» lteration 1 : decomposition Sut) = sutON ¢ [AytP)
S— =~

W }T[Kn]{(SUE?k)} €C(0) | EC(AuD
: - 1,0
Find sull:9 € ¢(0)
f e[oultO): AR (2 1 S):e[w] dV =
Q- =n = )
{WT{F)

- / [AuP]: AP (g 1 S,) glw] dV
JOo— —n —
—fg[gn]é[ﬂ]dVJr/p£n+1-mdv+f T.)..wdS
Q — Q St

—(WYTRY ) = (W) T({F) + (B )+ {Fe))
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent

1.  Opérateur tangent local
2.  Opérateur tangent global 1

3.  Algorithmes de résolution
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Algo 1:

Entree : Maillage, temps t,, ...., t,;,, Loi de comportement, chargement, tolérance ¢

(a) Initialisation Générale

(i) Conditions initiales ~ {Uo}. {oo}. {m}. {5}

(ii) Initialisation {F"} = {0}

Assemblage [KE] = [K], {FA} + Aug = up — up
(b) Pour chaque incrément de chargement:  n=0, 1, ... M-1, repeat
() Initialisation :  {AU}={0};
(i) Force nodales : {F*'} = {F2} + {F3¥ )
(i) Residu : —{R} — {Fr} +{Fet} +{F2}, ref — |[{R}]], r—r;

(iv) Itérations : Pour k=1, ... et tant que r > ¢ r'ef

(a) Résoudre : | [KEP|{4U} = —{R} |, Actualise : {AU}:={AU}+{sU};
(b) Assemblage : [KEP(AU)], {F"(AU)} and {F2"} < Au?.,  Algo 2
(c) Résidu : (R} := —{F"*} — {F=*}, r=||{R}]].

(v) Actualise {Unia}={Un} +{AU} { }={}+{A}.
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

2. Méthode de Newton avec opérateur tangent cohérent

Opérateur tangent local
Opérateur tangent global
Algorithmes de résolution I

Quelgues précautions ...

B w N e
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Attention : incompressibilité Tr(e") = 0
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

/

3. Méthode de Newton avec opérateur tangent constant
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Méethode de Newton avec opérateur tangent constant

L'opérateur tangent cohérent [KEP]

est remplacé par un opérateur constant [If{]

Avantage : simplification, réduction du colt CPU par itération

Inconvénient . Plus de convergence gquadratique
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Interpretation
o
__________ :is‘n E
[KEP] (cohérente)
AV 5 .
En En+l €
A
__________ :!:S‘n. i
[K] (constant)
A | .
Sn En+l €
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Chapitre 3

Calcul élastoplastique par la MEF — Aspect globaux

4. Exemples I
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Exemple

— Plane deformations

» Mesh : 8792 nodes,
17150 elements

» Constitutive law :

R(p) = oo + hp,
oo = 0,88E,
=203,

h=0Qor h=0,05E

» Constraints :
u1(A)=uw(A)=wu(B)=0
(rigid body motions)
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(1) Elastic perfectly plastic material (h=0)

n{0 1 2 3 4 5 6 I 8 9 10
A0 0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 0,46 0,52 0,57 0,59 0,6

n 1| 2| 3| 4| 5 71 8 10
(a) [KEP] 1 4| 4 6| 7| 8| 8
(b) [K] KL ]l|1]|18]|25| 40| 46| 74|120| 147| 79| 190
(c) [K] = [K] 1|18 |44|100|227 (380|821 | 1259 | 1396 | 3639

Number of iterations for each time step : Newton method with
(a) consistent tangent matrix
(b) for every time step use the tangent matrix computed at first iteration

(c) elastic stiffness matrix.
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(1) Elasto-plastic material with isotropic hardeni ng (h=0.05E)

n{0 1 2 3 4 5 6 I 8 9 10
A0 0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 0,48 0,56 0,64 0,72 0,8

l -

09|
08
07k

06

)\ D‘|
ot )
n 1 10
(a) [KEP] 1 5
(b) [K] [K:..]|l1|16|18]|23|27|40| 74| 70| 44| 52
(c)[K] =[K] | 1|16|34|54|59|80|102|113|128]147

Number of iterations for each time step : Newton method with

(a) consistent tangent matrix

(b) for every time step use the tangent matrix computed at first iteration
(c) elastic stiffness matrix.
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that's all folks
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