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@ La résolution d’équations aux dérivées partielles, linéaire ou non linéaire, conduit a la
résolution de systémes linéaires de grande taille.

@ La matrice d’'un systeme linéaire incorpore tous les couplages issus du modéle physique.
C’est le cas par exemple pour les couplages induits par des conditions d’équilibre.

@ Pour les problémes a variables dépendantes du temps et de I'espace, la résolution de
systémes linéaires intervient dans l'intégration implicite des équations d’évolution.

@ Nous abordons dans ce cours les méthodes directes, en opposition aux méthodes itératives
qui construisent une suite convergente d’approximations.

@ Les méthodes directes sont adaptées a de grandes classes de problemes linéaires.
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u=0
Calcul d’'une aube entaillée soumise a un chargement cyclique [thése Mélanie Leroy 2013].

Il s'agit de la simulation d’un essai de flexion pour modéliser la durée de vie d’'un joint de grain
[thése Mélanie Leroy 2013]. Le but de simulation est d’estimer I'état de contrainte dans le
voisinage du joint de grain.

La simulation non linéaire de 5 cycles de chargement dure 67 heures, pour 131 pas de temps et
1,7 millions variables de déplacements a déterminer a chaque pas de temps.

La résolution de systémes linéaires représente 75% de la durée totale de la simulation. Réduire
de 20% ce temps de calcul permet de gagner environ 13h!
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Remarque sur les systémes non linéaires

A l'aide de I'algorithme de Newton Raphson, la recherche d’une solution approchée d’un probleme
non linéaire s’obtient par une suite de corrections linéaires.

Soit R(q) = 0 le systéme de N équations non linéaires dont la solution est q € RN. On suppose
qu’il existe une matrice jacobienne J :

R(q + dq) = R(q) + J(q) dq, au premier ordre quand dq — 0

Connaissant une estimation de g notée g, on cherche une correction éq tel que :

0 =R(an) +J(an) 64, An+1 = dn + 69

Ce qui nécessite de résoudre le systéme linéaire suivant :

J(dn) 69 = —R(qn)
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Dans la suite du cours, on s’intéressera au systeme linéaire suivant :
Ax=b, AcRVN peRrN, xeRrVN
Dans le cas d’une résolution multiple, pour différent second membres, on adopte la notation

suivante :
AX=B, X=][xq,...Xm], B=[by,...;bm]

On aura une attention particuliére au cas des matrices creuses ou bandes. Ce type de matrice est
fréquent quand on résout des EDP en thermomécanique des structures.

Notation par bloc :
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Remarques préliminaires

Etude d’'un cas de découplage d’équations.

Cas d’un bloc d’équations découplé de la premiére variable x; :

1 W _ .
a=lo R ] X=X BT =166

On peut alors déterminer X puis déterminer x; de fagon explicite :

AX=b
X1 = b1 —WXx

La complexité numérique de I'équation donnant x; est inférieure a N produits et N additions
(moins de 2N Flops, opérations a virgule flottante).
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Cas des matrices triangulaires supérieures

A1 Az Az A

A— 0 Ax Ay Axy
1 0 0 Az Ay
0 0 0 Ass

On calcul x4 = by Xy dans le cas général), puis X3 ... jusqu’a xy.
Agg

Il'y a une division, puis une multiplication, une addition et une division, ...

Il faut N divisions, et (N — 1)2 — % multiplications et additions. Soit une complexité numérique
proportionnelle & N2 quand N est grand. Pour une matrice creuse ayant w termes non nuls en
moyenne par ligne, on a une complexité proportionnelle a N w. En général w est fonction de N.
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Méthode d’élimination de Gauss-Jordan

Cette méthode permet de comprendre la problématique de la résolution numérique de systemes
linéaires. Ce n’est pas la plus performante.

Considérons le cas suivant :
AX=B

On peut permuter deux lignes de A sans changer la solution x, en effectuant la méme permutation
de ligne sur B.

On peut modifier une ligne de A avec une combinaison linéaire d’autres lignes de A sans changer
la solution x, en effectuant la méme combinaison de lignes sur B.

On peut permuter deux colonnes de A si I'on permute les lignes correspondantes de X. Il faudra
dans ce cas reconstruire les solutions avec la numérotation d’origine.

On cherche a transformer A en | par des permutations et des combinaisons linéaires.

Gauss (1777 - 1855)
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Elimination de Gauss-Jordan sans pivot de Gauss

On ne réalise que des combinaisons linéaires de lignes de A, de B et .

At A Az Apg
Azt A Az Ax
Azr Az Az Ax
Ayt Az Az Ay

A = A=

On suppose Aq; # 0. On divise la premiére ligne par A1 et on soustrait cette ligne a chaque ligne
i divisée par Aj; si Ay # 0.
1 At A1z Ara
(1) ) o) )
A — | Aot — C% A1 =0 Axp— C% Az Az — C% Az A —cy’ Ang
Ag — SV Ay =0 A —clV A Al Ay Asa — ) A

Ay — C? At =0 Ap— 041) Az Az — C?) Az Ay — 041) Aig

(1) _ Az _
avec C2 = m, .y Gl = A
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Elimination de Gauss-Jordan sans pivot de Gauss

On obtient alors un certain découplage :

-~ 1 w b
an—| O CEE A

0 A® A
wo iz A A
A A An

Agp — iV Aip Agg — 0%1) Az Axg — 0%1) Aqg

A® = | Ay —cV Aip Az — ) Ars A34—C?1)A14
1 1 1

Az — ¢y Az Agz — Cy Az Aws — C, ) Ay

Il reste 2 traiter A®) de la méme facon, afin d’obtenir A :

’\27 1 L
A()*{o A®)

puis on continue jusqu’a obtenir une matrice triangulaire.

Dans la méthode de Gauss-Jordan, on élimine également sur la colonne traitée, les termes des
lignes précédentes. On construit ainsi une matrice identité.
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Elimination de Gauss-Jordan sans pivot de Gauss

Les opérations précédentes sont linéaires. |l existe une matrice P(1) telle que :
A — p() A()

avec un produit a gauche pour modifier des lignes, avec un traitement identique de toutes les
colonnes.

Par identification, on en déduit que :

A1Te 0 0 O 1 (1) 0 0
0 - 00

p() = —C%) 1001 pa_ A
—%) 01 0 0 —;)1 0
" 0 0 1 0 —c? o 1

Par récurrence on a : ~
AR — p@) p(1) A

A la fin, on obtient la matrice triangulaire supérieur U (Upper) :
U=P.A, P=P® pO pd pMh

ou P est la matrice de permutation, avec U et P inversibles.
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Décomposition LU, cas AX =B

On note L l'inverse de P. On obtient alors la décomposition LU de A :
LU=A

Propriété : P étant triangulaire inférieure, L est une matrice triangulaire inférieure (Lower).

Ici I'analyse est purement formelle. En pratique on conserve I'algorithme d’élimination. On a :

U=PA = UX=PB

Or X = P.B est la solution de L.X = B. Apres permutation par la matrice P, il reste a résoudre un
systeme triangulaire supérieur pour trouver X :

UXx=X
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Décomposition LU, cas supplémentaire b

Dans ce cas, on commence par rechercher X, puis on en déduit la solution recherchée X tel que :

LX=b
Ux=x
= b-AX=0

Il faut donc stocker en mémoire L et U.
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Le pivot de Gauss

Si Aq1 est nul, il faut permuter la ligne 1 avec une autre. Dans le cas du pilotage partiel, on ne fait
que des permutations de lignes. On cherche la ligne qui maximise |A;;| pour la permuter avec la
premiére ligne.

La matrice de permutation de la ligne 3 avec la ligne 1 s’écrit :

p(1-3) —

o =00
[eNeE o)
[oNeNo R
- O OO

Dans le cas du pivotage total, on réalise aussi une recherche sur les colonnes, pour trouver un
terme A; maximum (ou significatif), qui remplace Aq;.
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Prorpiété de la décomposition LU

Définition : Une méthode numérique de résolution de systeme linéaire est dite
mathématiquement stable lorsque "quelque soit la matrice A réguliere, I'algorithme réussit”.

Théoréeme : La méthode de GAUSS avec une stratégie de pivotage est mathématiquement stable
pour toute matrice réguliére.

Corollaire : Si au cours d’une factorisation de GAUSS avec pivotage, un pivot nul est détecté
alors la matrice est singuliére et ce systeme n’a pas de solution unique.

Théoréme : La méthode de GAUSS (sans pivotage) est stable pour des matrices réelles définies
positives.

Proposition : La décomposition LU n’est pas unique. Pour la rendre unique, il faut spécifier la
diagonale de L ou de U.
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Décomposition de Crout

Pour les matrices A ne nécessitant pas de pivotage, on peut utiliser la décomposition de Crout.

On procéde par identification du produit L.U, avec L; =1 :
N
Aj=> L Uy, avec Ly =0pourk > i, Ug=0pourk > j
k=1

Donc
i—1

pouri<j Aj= U,‘j-i-ZL,’k Uy
k=1

J
pouri > j A,'j = ZL,’k Ukj
k=1

On commence par la premiére ligne de A pour en déduire U, de fagon progressive de j = 1 &
j = N. Puis on traite la premiéere colonne de la deuxieme ligne :

A
Ly = —
U

Puis on traite le reste de la deuxieme ligne...
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Décomposition de matrices symétriques

La décomposition de Crout appliquée aux matrice symétrique réguliére (inversible) conduit a la
proposition suivante : Il existe L triangulaire inférieure a diagonale unitaire et D matrice diagonale
réguliere tel que :

A=LDL’
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Décomposition de Cholesky des matrices symétriques définies

positives

Si la matrice A est symétrique positive, Xx7.A.x > 0 Vx # 0 alors les termes de la diagonale de D
sont strictement positifs. On a alors : D = D'/2,(D'/2)7.

On obtient donc la décomposition de Cholesky :
A=LL"

avec L matrice triangulaire inférieure et L = L.D1/2,

Pour construire la décomposition de Cholesky on procede également par identification du produit :
i ~ ~
pOUI’i S] A,] = Z L,‘k ij
k=1

On parcours la matrice comme pour Crout.
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Complexité des méthodes du type Gauss

Pour les matrices de largeur de bande w la complexité numérique des méthodes de type Gauss
est proportionnelle @ N w?2. Soit pour les matrices pleines N°...

Mais, lorsque I'on change uniquement de second membre la complexité numérique est
proportionnelle & N2 pour le traitement des systémes triangulaires.

Une renumérotation des inconnues permettant de réduire la largeur de bande permettra une
décomposition plus rapide.
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Erreurs d’arrondi et conditionnement

Par définition :
||A V||

Cond(A) = [|A[| [A~"[|, [|A]| = Su up
Considérons 'erreur §A sur la matrice :
(A+6A).(x+6x)=b, Ax=Db

avec JA.5x négligeable. Ainsi :
ox = —A"T5AX

Donc : ||6A||
llox|| < [IA=T] [|A] (Il
Al
En conclusion : ||6 ! ||6A||
X
< Cond(A) -———
x|~ Al

Un mauvais conditionnement amplifie les erreurs d’arrondi générées lors de la décomposition de
A.

Rappel sur les normes matricielles : ||A.B|| < ||A|| ||B]|
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Réduire le conditionnement

Pour réduire le conditionnement il est possible de réaliser une mise a I'échelle avec deux matrices
diagonales W', W? tel que :
Cond(W'.A.W?) < Cond(A)

On peut utiliser par exemple :
W1 _ W2

1
(Wh; = 2 SiAi # 0, sinon (Wh; =1
1l
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Exercice

On considére une matrice de rigidité associée a un systeme de ressorts. Lénergie potentielle E(x)
est la somme des énergies de chaque ressort reliant x; & x;, moins le travail des efforts extérieurs
(ici xy F) :

m

1 1
Ex)=>" % (XLk1) — Xe(k2)? + 22 X2—xF
k=1
L(k, :) est une table de connectivité ou une ligne indique les variables reliées par un ressort.
Par définition la matrice de rigidité A est symétrique positive et elle vérifie la propriété suivante :

E(x) = %XT.A.X -x"b

avecb” = F[1, 0,...,0]. La minimisation de I'énergie potentielle conduit & 'équation d’équilibre
suivante :
Ax=Db

@ Construire A pour 10 ressorts reliant 11 points tel que L(k,1) = k, L(k,2) = k + 1.

Quelle est la largeur de bande de la matrice A ?

Etudier les temps de calcul de la décomposition pour N=10, 100, 1000, 10000.

Traiter un cas ayant une matrice mal conditionnée.

Augmenter la largeur de bande de la matrice en rajoutant des ressorts entre les inconnues k
et k + 2, dans le cas N = 1000.

Quel est la durée de la décomposition de cette matrice.

@ comment tenir compte du fait que la matrice est creuse ?
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